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　開集合Ω ⊂ Cnのコンパクトしぼり出し列により、Ω上の連続関数全体の集合C(Ω)に自然な
距離 dが入り、距離空間 (C(Ω), d)は完備でかつ、(C(Ω), d)の位相は、コンパクト一様収束の
位相と一致する。前回証明した解析（正則）関数の L1−ノルムと L2−ノルムによる評価を用
いて、Ω上の解析（正則）関数の全体 A(Ω)が (C(Ω), d)の閉部分空間になることを証明した。
最後に、Arzela−Ascoliの定理から、Montelの定理を導いた。

定理 1.5. Ω ⊂ Cnを開集合とする。Ωのコンパクト集合列 {Kν}ν∈Nで、次の性質をもつものが存在する。

1. K1 ⊂ K◦
2 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kν ⊂ K◦

ν+1 ⊂ Kν+1 ⊂ · · ·

2.
⋃

ν∈N
Kν = Ω

3. Ω内の任意のコンパクト集合K に対して、K ⊂ Kν0 なる ν0 ∈ Nが存在する。

このとき、集合列 {Kν}ν∈N を Ωのコンパクトしぼり出し列と呼ぶ。

定理 1.6. Ω ⊂ Cn を開集合、{Kν}ν∈N を Ωのコンパクトしぼり出し列とするとき、Ω上の連続関数全体
の集合 C(Ω)に自然な距離

d(f, g) =
∑

ν∈N

1
2ν

‖f − g‖Kν

1 + ‖f − g‖Kν

for ∀f, g ∈ C(Ω)

が存在し、(C(Ω), d)は完備距離空間になる。

定理 1.7. (C(Ω), d)の位相は、コンパクト一様収束の位相に一致する。すなわち、関数列 {fν}ν∈N ⊂ C(Ω)
が f ∈ C(Ω)に距離 dについて収束するための必要十分条件は、Ω内の任意のコンパクト集合K に対して、

‖fν − f‖K → 0 (ν →∞)となることである。

定理 1.8. f を開集合 Ω ⊂ Cn 上の解析（正則）関数、K を Ωの任意のコンパクト集合とする。

1. ω ⊂ ΩをK の相対コンパクトな開近傍とするとき、ρ = d(K, ∂Ω)と微分の階数 J のみに関係する定

数 CK,J > 0が存在して ∥∥∂Jf
∥∥

K
≤ CK,J ‖f‖L1(ω)

を満たす。

2. ω ⊂ ΩをK の相対コンパクトな開近傍とするとき、ρ = d(K, ∂Ω)と微分の階数 J のみに関係する定

数 CK,J > 0が存在して ∥∥∂Jf
∥∥

K
≤ CK,J ‖f‖L2(ω)

を満たす。
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定理 1.9. {fν}ν∈Nを開集合 Ω ⊂ Cn上の解析（正則）関数列とするとき、{fν}ν∈Nが Ω上の複素数値関数
にコンパクト一様収束するならば、f は Ω上の解析（正則）関数である。

系 1.2. 開集合 Ω ⊂ Cn 上の解析（正則）関数の全体 A(Ω)は、(C(Ω), d)の閉部分空間である。

定義 1.4 (同程度連続). X を局所コンパクトなハウスドルフ空間とする。X 上の複素数値連続関数全体

C(X,C)の部分集合 FがX 上同程度連続であるとは、任意の x0 ∈ X を固定したとき、

∀ε > 0, ∃V ∈ V(x0) such that |f(x)− f(x0)| < ε for ∀x ∈ V, ∀f ∈ F

が成立することである。ただし、V(x0)は x0 の近傍全体とする。

定理 1.10 (Arzela−Ascoliの定理). X を局所コンパクトなハウスドルフ空間とする。F ⊂ C(X,C)が同
程度連続で、任意の x ∈ X に対して、{f(x) | f ∈ F}が有界ならば、Fは C(X,C)で相対コンパクトであ
る。すなわち、Fの点にコンパクト一様収束する様な部分列が存在することである。

定理 1.11 (Montelの定理). {fν}ν∈Nが開集合Ω ⊂ Cn上の解析（正則）関数列で、Ω内の任意のコンパク
ト集合Kに対して有界すなわち、‖fν‖K ≤ M (∀ν ∈ N) なるM > 0が存在するならば、部分列 τ : N→ N
と Ω上の解析（正則）関数 f が存在して、{fτ(ν)}ν∈N は f にコンパクト一様収束する。

系 1.3. 一般に Φ ⊂ A(Ω)について、Φがコンパクト一様収束位相で有界ならば、Φは相対コンパクトで
ある。
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